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FR'IT’ACE 









Dli TUADUCTEUK. 




A l’époque où je suivais les’eours de la Sorbo'iiiie, 
plusieurs* jeunes prçfesspuis ^ auditeurs dès t^rs, m’en- 
gagèrent à tca^uicp ^es Exercicesi et problèmes de 
'calcul diff'érenmÿet%if^ra4 , .publiés en Angleterre 
par M. F .-l^ Gregoty^ias disant que cel ouvrage 
remplirait unolacune la bibliothèque du jeune 

mathématicienrÿavais l’^èiitioii de céder dès lors à ces 
conseils, mais des' ci^^Tistauces imprévues et dfs voyages 
me firent retarder ce travail. j 
^ai| tout lieu de, croire que le^ (ormuWs seront trou- 
vées exactes-, je les al vé4Kèesdl y a,uu<dqucs .am^t, et 
la comp'arajsoii que j'ai .fai,t,e A“pui.s, 'de mon jj^’anuS-rit 
avec la secon çlg^ dltion anglaise (r.cvue après la mort de 
l’auteut par i\l7vV. Wallon .-pcpfesseut àj^inbridge) . 
me confirift da^ceUe Opu>ioui||gi^fcv,^^it^^^ 

J'a1 coiiserN é,^§ns tout lè .qoj^S^^l'oum^ 
tioii anglüise; elle ne dillère eS£ei^|]l)y]^^[^itt> 



’iH«»la nota- 






la nôtre 



» 
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PUÉFACE DU TRADUCTEUR. XI 

riaireiiieiit, que la plus petite valeur positive. Une autre 
remarque est que, dans lés questions dans lesqiuîlles 
entrent des fonctions trigonométriques inverses, on consi- 
dère plus spécialement la longueur linéaiife de l’arc que 
son rapport au quadrant , considéré comme mesure de 
l’iangle droit. 

^ On ne doit jamais perdre de vue que, dans les expres- 
sions arc sin X, arc tang x, etc., le rayon est égal à l’unité; 
au rayon R , elles deviendraient 

X X 

R arc sin - 5 R arc tang = •>... . 

R R 

Afin de familiariser le lecteur avec la notation 
anglaise, j’écrirai les équations suivantes: 

..I .l"7r I. ,lw 

A rc sin - = sin~' - c= p;-. arc cos - = cos“' - = 

2 2 D 2 ^23 

, * n , 7t 

Arc tang i = tangT' 1=7; arc sec 2 =-sec~' 2 = â’ 

T 3 

. Sin (arc sin*) = sin(sin~ 'x) = a:. 

Tang(arc tangx) = tang(tang~' jt) = x. 

Arc sin x arc cos x = sin~' x -f- cos~' x = -• 



Arc tangx^arc tang / = arc tang 



\ I ^ -V/ 



/ X rt 

Tang-' X ± tang~'_7 = tang~' ( 

\' -H 



XJ 



Je crois être utile au lecteur em insérant ici un tableau 
mnémonique, pour aider à la diflércntiation des fonctions 
quelconques , quelque compliquées qu’elles puissent être; 
il m’a été d’une grande utilité. 



■V' 
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XII PRÉFACE DU TRADUCTEUR. 

Soient ifx, <psc, y^x dilléreiiles fondions de .r; et, en 
employant la notation de Lagrange, x, y' x leurs 
coefficients différentiels. 

(<px -h — xa:)' + — 

{atf.T + b'iix — c)' = ay '.r -f- ' 

I f .ïV Tp xç'.r — ^xij/'x 



{yX,J,x)'=ïx4.'.r + Y'x^x; 

(!fx-^.vyx)' = nx-^xx'x -^-ifxyx-^'x+ xyx lu' x. 

[(^.T 4-i|<x)"']' =/«( 9 ix-|-iJ/x)"'“'(^'x-t--i'x). 
[(çx)'"]("> = m [ni — i). . .(/« — n 4- i) (<p.r)'"“"(çx)(*), 

(v'^y=[(y.r)'l ><p'x= 

MlfL I =[(yx)”.-(^x)-î] =|^log(yJ^) — ^log(,},x)j =■■•• 

41 

/. ?'•* I r . f -rA' / 

(logvJ^) = ; >» /=ri <f ^ ’i \ a }=/i logrty X» 

^ X 

(sin <px-)' = cosy’x . (f' jr; {coS(^x)'= — siiif.c ip'x. 

9 -' X 9 ^X 

{tanHKx)'= — - — : (cotœx)'= r— 

' ' cos'yx ' ' sin’yx 

.. y' X y' X 

(sin-'<fx)'= — (cos-'i))x)'= 1- 

[,-(yx)f 

(tang- yxy = j^^i (séc->x)'= 

{?[ -H X I i> ' ('I' X X ■^) ■ X ' •*"• 
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EXERCICE.^ ET PROBLÈMES 



CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 



CALCIL DIFFÉRENTIEL. 



CHAPITRE I" 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS. 



Fonctions d'une variable. 

Soit U une fonction explicite de x , d’une forme com- 
pliquée, on pourra, généralement, en ramener la dilfé- 
rentiation à celle de fonctions plus simples au moven de , 
la formule 

du du dy 

dx dy d.v 

en considérant y comme fonction de x , et « comme fonc- 
tion de y. Cctle formule peut s’étendre à un nombre quel- 
conque de fonctions, et l’on peut écrire 

du du dv dz d) 

dx. dv dz dy dx 

Soit 

Kx. (i) U = (« h l/x'')'". 

C. D. . I 
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/ 



1 

Posons 
on aura 



OHAI’ITKK PRKMIKK. 
_>• = // + hx", U = J-'", 



donc 

(2) 

(3) 

(4) 

( 5 ) 



dy , , du , , 

— = , — =: wr”“' ^ -f- ; 

dy ' ' 



— = mnbx'^~'‘ (a ~h 
dx ' . ■ 

I , ,\i P -H ( I -I- 

« = U 4- ( I -f- X’)* I , - T 



?. ( I -H ,r’ 



n . n 

M = f* ; - 7 - = wx" * 8 ^ . 

dx 



^ du 
’ dx 



— cos X t * 



du 



U — lo^ 1 JT H- ( I -h x^y ) ; ^ = 



(. + .rf 



( 6 ) 

(7) 



du I 

« = log{logx) = log’j; — = 



dx X log X 

U = log" X , 

cc qui ne signifie pas la n'""" puissance de logx, 
n>eme Jogarithmc de celle quanlilë 

du ■ 1 

dx X logx log’x . . . log"~' X 

, du 

(8) K =: log(sinx); ~î^~ ^olx. 

, , , / 1 — cos mx\ ’ du m 

(q) H = log ; — = 

\i+cosmx/ dx sinwx 



(lü) « = log(tangx); 



cos mx j 
du 



dx sin 2 .r 




mais le 
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UIFFÉItENTIATION UES EONCTiüNS. 



du 



(il) « = CHS (sin j:) ; — cos.r siii’x , 



sin’x représi'iilant siu(siiivr). 

I" 1 2) « = sin (loL' x)\ — = - cos ( lou x). 

d.r X ■ ^ ■ 



(1 3 ) *’ U — siii~'- 

( i 4 ) « = sin~' 

( I 5 ) « — s 



(. +x^r 

— x' du 



du 

dx 



I -f- x’ dx 
du 



I 4 - x’ 



dx 



! \ — x’ ' 



, /b-i-acosx\ du (fi^ — 6’)” 

( ib) U — cos-' ; — = r 

' « -t- /J cosx/ dx U -h O cosx 



(•7) 

(. 8 ) 

t' 9 ) 



x’ du 

U = sill-' — ; — ; 

rt’ a.r 



.1' — I fia 



(2i) U ~ tang ' 



I — .r* fût' 



2.r 

(fl' — X')’ 

f/« X 


■ ih 
U 


[(x’ — fl') (A’ 




J 


0 


-j- 7. .r — • .r’)’ 


s\ 


du 


— j:)J 


1 I 




dx 2(1 


du 


2 


tir 


1 4-x' 



(*) Celte eiprcssion ei les suivantes scraicni écrites dans les auteurs 
Irançais sous la forme 



U = arc sin - 



U = arc. sin • 



(l-f-o:*)’ 



• nr 

M = I 



' Voxft lu prélace.) 
1 . 
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4 

(5,2) 

( 23 ) 

(24) 

( 25 ) 

(26) 



CHAPITRE PREMIER. 

2rx-t-fc 'du I — 6’)’ 

« = iang-' ^ — 



(4 of — i’)’ 



rx‘ 



( a + bx\ ’ du I 

-nrr ) \ d. = l 



[b-af 



xia — by du 

^ ' r ■ 



I -I- x) (<7 + bxy 

(a-bf 



" T i-' dx~ ■ J- 

[a(lH-x’)]’ (H- x’) (<i + 6x’)’ 

f(l4-X’)’+X2’l du 2.’ 

„ = log ü J _J . 

(t-xr (,_^.)(, + xf 

U — log fx -|-(x’ — rt’)’ I + scc~' - ; 

du I /x + a\ ’ 

dx X \x — a 



(27) 

(28) 

^29) 



(i — x)’ du (1 — x)’ 

« = cos“'x — 2 i g- z= 'j. 

(i+x)’ ■ (i + x)’ 

sinx( 2 - 1 - <? cosx) du 3 c -E ( 2 -f- e’) cos x 
V cos x)’ ’ dx ( I 4- c cos x)’ 

r - ( , xcos(n’ — x’) 

« = fsin (<J’ — x’)1’ ; — = i 

dx - 



(sin (a’ — x=)]’ 



( 3o) « = log cos~' ( I — x’)’ •, 



du 



dx 



(i — x’)’ sin~' X •• 



Lorsqu’une fonction consiste en racines et en puissances 
de produits et de quotients, il est généraleraent plus siniplc 
d’y appliquer les logarithmes cl de prendre la ilifféreu- 
tiellc logarilhiiiùfut' i\v la foiieiion. 
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niFFÉRENTlATION DES FONCTIONS. 

Soit 

(3 1 ) « = (n + .r)" [b -+■ x/‘ ; 

log u = m log (a H- x) + « log (6 + x) ; 

I du m n 

— -T- = “H y \ ' 

U dx a + X O H- .r . 

— = (a -|-x)'"(6-f-x Ht—; )• 

djc ' ' \a + X * -H X / 



(32) 


“ = (S) 


î 






du (X — l 


1 

3 1 


} 




dx \ X 4- I / 


1 :’— 1 


(x^.)^(x4-.)^ 


(33) 


X» 


du 


nx"~' 


^^ ~ ( I 4- x)" ' 


' dx ( I 


4-x)"+' 


(34) 


^ _ (f 


- 2 )» • 

« 


' î 



du (x — 2 )* 

7 Î 3 :~ Ï”* 

(x_ 1)’ (a: — 3)’ 



(x= - 7 xh- 



(35) « = 

(36) U = 

du 

dx 



(x 4-4)* . ^ x(x 4- 4) 

X 4- 2 ’ dx (x 4 - 2 )’ 

[(•^+«)(^ + 3)»]\ 

(.r 4- 2)‘ 

X» r (x 4- 3)~ 1» 

(x 4- 2 )‘ 1. X 4- I J 

du 



(3?) « = x'; log« = xlogx.; ^ = x"^(i 4- logx). 

(38) « = X*'"*; — = X *'“■'( cosx. log X 4- • 

dx \ ^ X I 



Digilized by Google 




6 CHAPITRE PREMIER. 

♦ (3r)) « =: (sin.r)'"(cosx)"; 

/ fiu ^ 

: (sin x)"~' (cos x i"”' [m cos’ x — « sin’ x) . 



d.T 



(4o) 


(sin x;" 




(cos .c)" ’ 


dx 

du 


(4'} 


n = t"' sin rx\ 
\ 


dx 

du 




II = s^cos/ir; 


dx 


(4 


II. = s" (sin rx'j' 


n . 
y 



- [m cos’.r + n sin’.r). 



tUi 



— = s” (sinrx)"“i (fl sin r.r mr cos r.cj. 

dx ' 



Fonctions implicites de deux xariahles . 

Lorsque u = o est une fonction implicite d<‘ deux va- 



riables, on a 


dy 




d.r 


Soit 


^ . 


(43) - 


,rloj;) = 


on aura 










dx X \.r 


(44) s'f.f 


=r .r sin n H- V ; 


'45) j"lo{î4 


dv 

= ftx ; ■- rr 

dx y' 


/jli) lan{; V 


— 1 -t- /• sin ■> ; 



du 



d) 



dx ' cos > — X cos (ft -f- y) 
n 

■' (l - 4-/7 lofj 1-1 

flv fcosi)’sin> 
ftx I — ricosy) 
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niFFÉRlîNTIATIOiN DF.S FONCTIONS. 



7 



'47) ’ 

ou cliUérenlianl par logarithmes on trouve 



//.r 



(i-xr 



m 



'iy 

y = I + .re’ ; — = 



fi.r I — a — y 



( 4 ‘)) r(n- r)’ +>-(H-x)'= o; 

» J_ , 

ily _ r ) -1-2(1 4- ( 1 +j)’ 

.r^-2{. -t-a-Hi+i)’ 

. . X . y r/y (/‘ — v')’ 

(5o sin ' - -f- sin ”' 7 = r; - 7 - = ,• 

'' ^ (/r^-xf 

i;u) l.r’ -+- r’V = nV - *’>♦-, ■ 

^52) {r.+mt>^- V’) — ■ r’ = o; 

' ' V / V .. ^ ’ ,/j- r ‘ -t- «/)’ 

Fonctions tic ilciw ou de frhisiciirs variables. 

( 53 V „=(£ln£:f: ; 



'!l — 
'7v ~ 

fin z= 



2 JC* r 



(.r’+.r’)’ (y:’‘—yV 

■î .ry [y (/.>■ — xt/y] 

.rT' 
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CHAPITHE PKEMIElî. 



~ ’ 

1 ± 

: _ y — X — 2{xyy x — y — 2(xyY ^ 

i . _ 2. 

2 j;' (x -H /)’ ’ dy 2 y^[x+yy 

[jr — X — 2(jç/)’J 7’ rf.r-(-[a: — y — 2(xx)’] x’ dy 

“ ■ ■ ' ~ ' ^ * 

2(xj)’ (x-1-7)’ 

du du 

I = xf dx + log xdy^ • 

.=,ogri±ifiii4]^ 

= _ ‘ . ,y„ _ ï{ydx~xdy) 

,r(.r^-yf 

I = sin {.ï^7") ; 

^ = m.r”-' 7" cos (.r^") ; ^ = rix” y"-' cos (x’" } ") ; 

e z=: ,r™"'7"~' cos(.r'" >'*) (mydv + nxdy). 

, -'.in- f . 



: sin~' - : du 

y 



7(7’ ~.r’)’ 



X , ydx — xdy 
■=■ tanc“' - ; = ' 1- . 

7 - x ‘-i- y ‘ 

= log(tangî); 



,r’ sin 2 - 

y 



(æ-’ -t- 7’)’ 

t’ydz ^ X e‘ — ydj.) 
{x^ -h y-f (x- 4- yŸ 
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( 6 .,) 



(63) 



(« 4 ) 

du = 



Dll-’I’ERENTIATION DES FONCTIONS. 



du = 



_ a xjdr ^ .t:‘ dj 2 x\yzdz 

a’ — z‘‘ ,t‘ — 3' [a‘ — z‘f 



U — (x’ -f- -4- 3»)’ -t- tar);»-' f + i ; 

Z 'l 

.rdx -h ydz -h zdz zdx — xdz 
dn — 1 -I ^ ^ zdz 

(4 y — bz 



{cz — ax) 



[(".> — + (‘2 — ax) dy + [bx ■ 




n 



cy)dz\. 
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CHAPITRE II. 



niKFÉnENTlATIOMS SUCCESSIVES. 



I. analogie onlre les puissances algébriques et les dillé- 
lenlielles successives, représentées d’après la notation 
de Leibnitz, avait été remarquée peu après l’invention du 
calcul infinitésimal. Leibnitz lui-mème s’occupa atten- 
tivement de ce sujet, comme on peut le voir par sa cor- 
respondance avec Jean nernoulli ; et, dans le cours de 
ses recherches, il découvrit, par induction, le théorème 
qui porte .son nom. Il eut aussi l’idée des dillérentiellcs à 
indices fractionnaires ou irrationnelles, mais il ne lit 
aucune recherche à ce sujet, l’out récemment, cette 
branche de l’analyse a acquis une très-grande importance, 
et il parait que c’est de ce cbté que nous devons porter 
nos efforts pour ajouter à nos découvertes analytiques. Je 
me Imrnerai , toutefois, dans ce chapitre .à des exemples 
de différentiation à indices entiers. Deux raisons m’v ont 
engagé: i" parce qu'il reste encore dans la théorie géné- 
rale des différentielles successives quelques points qui ne 
sont pas entièrement fixés, de sorte que le sujet ne peut 
pas encore faire partie du domaine de l’élève; 2" parce 
«|ue les principes de cette branche de l’analyse ne se 
trouvent dans aucun des Traités élémentaires que le lec- 
icnr pourrait consulter, et que le développement de ce 
sujet occuperait trop d’espace pour être traité d’une nta- 
nière satisfaisante dans un ouvrage comme celui-ci. Ceux 
(|iii désireront connaître les résultats des recherches des 
analystes sur ce sujet , pourront consulter plusieurs Mé- 
moires de M. I.ionville dans le Joiiriuil de !' École Poh - 

I 
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niKFKaKNTIATiniSS SUOCKSSIVKS. I 1 

technique, vol. XIII , et dans le Journal de C relie ^ deux' 
Mémoires du professeur Kelland dans les Transactions 
of tlie royal Society of fùlinhurgh, vol. XIV ; le Rapport 
du professeur Peaeock sur les progrès de l’analyse dans 
les Transaètions of the Britisli Association j et enfln deux 
éerits de M. (ireatheed dans le Cambridge Matliematical 
Jçurnnl, vol. I. 



Sf.ctiox I. — Fonctions d' une variable. 



d'ti 



Kx. (i) I/ — X"; - — = «(« — — /• -f- I )r" 

fW ' ' 



( 2 ) H = {a -4- èx)“; 



( 3 ) 

( 4 ) 
( 5 ; 
‘fi 
il) 



(fit 



— = //(«— i) r + i)/,'-((i -h 

\ (f U I 

U — — ; = ( — )' n{n + \ ) . . . in r — 0 • 

:r" d.r^ ' / I \ y i j^+r 

1 . I 

.r d.r' ' ' I ■ 

<•/' Il 

U = n*; — - = ilocn 

r/.f' 

iFii 



(i.r 






du . I Kx 

U — sxnnJT-, — Il ros n.r = « sin «j H — ) • 
d.r \ -x' 

d’n 

— == « — • sin I //.» H — = eos u.r H — ) 
dx’ dx \ ? ' \ ? / 

= «■ sin I u.r 4- - -H — •_ « sin ^//.f •<- 
l'.ii eontiluiani ainsi, on tiouvera 



'C'‘ . ■ 1 r:\ 

— — = tf SI II ( H.r -I- r - 1 

d.v' ' '} J 
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12 CHAPITRE DEUXIEME 

on obtiendra de la même manière 
d'u 



( 8 ) 

(9) 



Il = cos nx 



cos (x sin 6) ; 

_ _ ,x cos 6 j-çQj gju gj çpj g — jjjj gj 5}^ gj . 

_ J » COS 9 ^ J. sin 6 + 9) ; 



du 

di 



= — 1 *'®'’'® cos (j^ sin 9 + 9) = cos (æ sin9 + 9 + 9) ; 

= s^cos fi ÇQJ jjp g 2 gj 

On trouvera enfin 

_ jX C08 fi ij . sin 6 -f- 7-9) . 

dv' 



(Murphy, Cambridge Transactions, vol. V, |r. 34a.) 



, , du , . , 

■( I o) n — s"^ cos nx -, -r- = s”* (a cos nx — n sin nx). 

dx 

Soit , ' 

^ = tang<f<, 

de sorte que 

I 

n = (a’ -t- n'Ÿ cos f , 7i =r (n’ -f- «’) sin y ; 



on aura 
du 
dx 



(rt’ dy (cos If cos nx — sin If sin nx) ; 



= (fl’ q- fl’)’ s" cos (fl.r 4- f). 

Et en continuant 

Il - 

— (fl’ 4- fl’)’ s“’ cos (fl.r 4 - C(p). 

De mètne , si 

d'u , S . ' 

U =. s"' sin nx , - — i= (fl’ 4- «’)’ sin ! nx -h rf). 

n.c’' 
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différentiations successives. i! 

, , l 

" = , 7 ^ = -: 

-=(_)'--'(r— i)(/-— 2)... 3.2.1 



(| 2 ) « 



dx' dx'~' X 

I -I- X du 2 

I — X ’ dx ( I — .r)’ ■ 

d'u d'~' 2 i.r{r — i)...3.2 



dx' dx'~' (i — x)’ (i — x) 

Lorsque les fonctions sont composées du produit d<; 
deux ou de plusieurs fonctions simples, on peut faire 
usage du théorème de Leibnitz, dont voici l’énoncé. 
Soient U , e deux fonctions de x , on aura ' 

d'iuv, d'u dv d'~'u r(r — i) <Pv d'~‘‘u 

U — ~u r — • ' ' -4— — i —— — -t- . , . 

dx' dx' dx dx'~ ' l . 2 dx‘‘ dx'~ ’ 

[Commer. Epis. Leibn. et Bern., vol. I, |). 4b, qq.) 
(t3) «é.= ,r" (i — .r)"i ■ __ 



d'{uv) _ 



[ 



dx 



= nUi — ( ) . . . (« — r I ) ( I — x'f x'‘~' 



n — r -\- 1 I — X 

r(r — i) « (n — i ) 



1.2 (n — /--(-i)(h — c-i-2) (i — .r)’ 

Si /• = n 

(/'■fx”(l— x)»l 



J 



1 X)”"’X- ... 

(Murphv’s Electricity, p. 7.) 



(l4) uv=t“'x". 



d'{uv) 

dx' 



r, ir 

a' x^-S- rna'~' X‘ 'H ^ 



n (// ^ I ) / J • 
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De même , si 
uv = 

f/"(nc) 
r/.r" 



r . " (« — I , ^ ■ .T 

I H ^ r^/' — i)n" ‘.r' ’... I. 



En eomparanl ces expressions, on trouve que 
(i5) f/(> = .J-" 

; -^ = n (n — i ). . . (f/ — r + I .r"-' 
ax 

I rfr— i) I 

log.r + r 



n — r + I 1.2 [n — r 4 - i ) (« — r 4- 2) 
r{r — 1) (r — 2) 1.2 

1 . 2.3 



[n — ;■ 4 - I ) . . . (« — r 4 - 3 ) 



Si r—n 
tl" (.r" lo(t x) 



dx” 



loi;.r 4 ^ 

^ I» (i 

( 1 6) uv 



= n[n — 1 ) . 3 2 . I 

n n (« — I ) « (ri — 1 ) (« — 2) 1.2 



(..2,)’ 

(fl 4^ j)“ 



(I 2 . 3 )' 



(r 4- jr)“ ' 



d'(liv) ' («-f-x)" 

' — ni (/«—!)... {m _ r4- 1 ) L ^ ' 



dx' 






r n 



a + X 



I w — 4- I r 4- .r 



c 4- .r)“ 
\<! 4 - x)' 



I . 2 [m — /- 4 - 1 ) [m — r 4 - 2) (<• 4- x)' 

(17) «c = «“'^cos fl.r.x"'. 

Dans ce cas , supposons ■*- 



H =r £" COS nx ; i> = x“. 
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I 5 



Alors, par l’ex. (lo), si 



~ = tancffi, ^4— = + s“cos(/(a:+/;<ij). 

a dxf 

Développant ensuite P»'' iHéorèine de Leibnitz, 



e“^ (<ï’ 4- X" cos {nx + ey) 



d'iiic) 

dx'^ 

cos [//J- H- (r — l) yl 
- r. mx^-' — t — ^ 

(o’ 4- rdy 

r. 

. 7 . 



/ \ »_,cos[//J. -t- (/■— 2)yJ 

— ni (m — 1 l.r"-’ Cli 



Soit 



(i8) 



UV = e"-' . X ; 



X étant une fonction quelconque de .r, faisons 



« = X, I- = e"^, 




Il s’ensuit que 



Ce résultat, généralisé, est de grande importance dans 
la solution des équations dinërcntielles. 

Si la fonction à dilférentier est de la forme 

la -+- hx -f- c.r’)", 
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iG 

on peut on déleriniiier la diiréreutiello générale on la 
décomposant on deux facteurs du premier degré tels 
tjue (a; -f- a) (x -I- ( 3 ), et en dilfércntiant le. produit 
{x ■+■ a)" (x + | 3 )" par la formule de Leibnitz; mais au 
lieu de recourir à cette méthode, nous nous servirons de 
deux formules dues à Lagrange. [Além. de Berlin, 1772, 
page 2i3.) 

Soit 

(«)" z= (fl /(X -t- x’)", II' = i 2 ex. 



En substituant x+/i à .r dans u", cette expression 
devient 

(u -H u' h + c/l’)"; 



et 4-^* sera le coefficient de — dans le développe- 

d.r' ' I . 2 . . ^ 

ment de ce trinôme. 

En le dé\eloppant comme un binôme dont u -t- u' h 
formerait le premier terme, on obtient 

(il -f- ii'h)" 4- n (a + ii'h)''~ ' r/i’H ^ (u + u'/i)“ ’c’A*-)- . . . 



Développant ensuite chaque binôme, et ne prenant que 
les termes qui multiplient /t'", on trouve que le terme 
donné par 

(ii 4 - II' A)" 



est 



pai- 
es t 



pur 



Il (n — I ) . , {« — /• -(- I ) 

4 i î n'!-' Êi'i . 



I . 2 . . . /• 



(« -I- A’ 

n in — !)...(« — r 4- 2 ) 

— i ) ; 

1 . 2 . . . (c — 2) 



(il 4- h7/)''~7i' 
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I 



(fl — a)... (ri — / -I- 3) , 

^ I N I ,.n---r-4-? /j'r- •< 

Rassemblons ces termes et multiplioiis-les par i.2...r, 
nous obtiendrons pour le coefficient diffTéreutiel 

<Ie u" 



r [r — r) (r — 2 ) (r — 3) c’k’ 

I . 2 (« — r -I- I ) (/? — r + 2 ) ‘ 



t-l- 



— l) 



Un — r-+-i) U I 






On jieut obtenir une formule plus commode eu déve- 
loppant l'expression proposée d’une autre manière! ; 

(k -H II' h -I- cA’ 1" = «" ( I -t- A -t- - A’ I 

\ U II ! 



\ ■ 't 



(.+iî-A) V 

' 7. Il ! 



4 itr — U 
4 ii‘ 



A» 



Supposons 



4 ne — «'• =r 4 'ec • — A’ — 

on trouvera, en développant 

I '\ ^ ’ ") J 



par la formule du binôme, 




<!l la différentielle de u" sera le coefficient de h' dans 
ce développement multiplié par 1.2.../. 

Développons eha(|ue terme par la formule du binôme, 
nous aurons, pour le coeffieient de h‘\ dans le premier 

C. n. 
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Il' Y I 7 . n {9. Il — 1 )...(?.// — r 4- I ) 



\ 3 . > U' 



ilans le deuxième tenue, 

/ «' I (2 H 2) ... (2 « A l) // J 

\ 2 / 7 .'‘u' l. 2 ...(r — 2) . I ' 

dans le troisième terme , ■ ' • 

/V y-‘ — 4 ) - • .(a» — d- 1) n{n — 1) ^ 

' 2 / • 2 * «'■ I . 2 . . . (r — 4 ) > • 2 ’ 



et ainsi de suite. Rassemblons ees termes et multiplions- 
les j>ar i . 2. . il viendra 

-^y- = 2 //( 2 «-l).... 2 « — A + H" ' 

^ T. ’J ) ('• — 2) (e — 3 ; Yi 

I . ■>, 2 «(2 H — \)...\ 7 ,n — 31 /('’ 

Soit , 

(U)) «"=(«'■' + X-.". 



r ^ „ r(r — 1) e- 
1 I 7. Il {7, Il — 1) 



Dans cet exemple . 

Il' — 7. r , e = 4 "S 

et, si nous faisons nous trouverons, par la for- 

mule (B), 



.x’)" , \ , 11^ Il 



. Soit 



I 2 «( 2 « — l)x" 



[n ( « — I )]' [n — 2) (// — 3 j n‘ 



1.2 2 «... (2 « 



— ... 1 - 
- 3 ).r-+ J 
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La dillitirentielle de cette fonction pourrait être 
trouvée comme dans l’exemple précédent, mais la mé- 
thode suivante nous la donnera sous une forme plus 
commode en pratique; 



i.a{ 

Dilfértüitianl rfois, 



I r • ' 



\<lx ' n‘ -(- 



r(r — 1 ) ... 2 . 1 1 

V ' \ 




2fl(-)’ 1 


'[.r -!-«(-)» 


r' 

|r-M 1 


[a: — «(— )’ 

I il 

•r-|-rt( — )’ j 


1*1 

'1 


y 1 

2«(— )’ 


1 (fl’ -f- X')'-*-' J 



Posons maintenant 



0 = tant(~'-, 

•r 



de sorti- que 

J. ' ' 

X — ((7* -4- cos 0 , x'^Y si»' 0 j 



lions aurons 



te — a { — ’ |cos(r- 4 - 0 ^» — ( — )Nin(r + i ) $ J , 
)*J ’ fros(r- 4 -i)ô-f-(--^)’sin(/- 4 - i)ôj 



et 



/ \ I ( — r ( /■ — ^ I ) (r — 7.) ... 2 . I sin ( r -4- I ] (5 

x’ 17 'JÜ 

(fl’ -f- x’) ’ 

(Liorviixr , Joiirn. tic l’École Pnlytrchn., rah. 21, p. 157.) 
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I)i; la mèiiic niaiiHTC , la lonrlioii 



nous (Jonncra 



( il \' JC , , , , <'os ( /■ H- I ) 6 

-+- .r ’)- ^ ■ 

(Liouvii.i.f., Jmirn. de l’Écotr Pnlytechn., cah. 2 i, p. i5l3.) 
Ces résultats sont miles dans la théorie des intégrales 
définies. 

Dans lesexeiiiplessuivants, les fonctions sont réduites à 
la forme demandée, en difl’érentiant comme dans l’ex. (i i). 
Soit 

.r du I 

~ 

•' (i— X’)' 



d.r' . - d.ri- ' - 

et par la formule (lî), 

d’u 3 . 4 ••••'/■ + ' ) r 3 (r — I ) (r — 2 } 

d.r'~ I ' 34 

• . ^ (/• — , I ) (r— 2 ) (r — 3) (r — 4) 

2.4 3 4 • 5 . 6 .r‘ 

{ 23 } « = sm 



(fl’ — .r’)’ 



il’ U d''~‘ 

tir’ d.r'~' 



In’’ — x’)’ 



1.2. .(r — I )x'~' f I 

' -1 I 4- - 

I I O 

(fl»_.r’')"“’ 






a- lli (' — ')•• •(' — 4) . " 



24 1 . 2.34 



~ -t- . . . par I!) . 
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il 



. 1 ; du 

{24) «=^:lang-'-; 



il'' U 
d.r' 



. a ’ dic a ‘ M- .»■’ ’ 
d\'^-' 1 



lia:) (d -h X- 



sin rO 



= ( — i)(r — 2). ..2.1 par ex. (20). 

Dans celle expression 

a n X 

0 = tan« “' - = tani>~' -• 

X 2 “ Il 

On peul se servir de la inélliode de Lagraiiye pour la 
tiéleriniiialion des dillereiilielles successives de fondions 
d’une aulri' lorine. 

Soit 

(251 « = €'■'■. . , 

Si ,1' devient x -+■ h ; u rlevituidra 

. jr(j+A)’ _ jC(x'a-îxA+<’) _ jcr- jîca/i jc/i' . 

Mais 



.2 



1.2.3 



6“^*' I 4 - l U‘ H /)' H . /l' 4 - . . . 

1.2 1.2.3 

Multipliant ces équations ineinbze à ineuibre , en ne 
prenant cpie le coeirieienl de h' après l’avoir niulliplié 
par I.2...C, on trouvera 

l^c'' (2 x)'' -h t [r — I ) c'-' {j.xY~^ 

r[r — i)...(r — 3) ~| 

4- • r^-/2x)'-‘ 4- .... 

1.2 J 

Au moyen de celle expression on peut déterminer l<>s 
didcrenlielles successives d<' cos.r’ et <le sina^’. 
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Soit 



(26; « = coSJP'-l-{ — )’ sin J"’ = s . 

Kii ditlérentiant par la méthode précédente, 

0 = ^{-Ÿ (2X)' -H (-r r{r- .) ,2a:)'-’ 



+ (-) 

Mais on a généralement 



■ri’rfr- iV . ,fr- 3 ), , . 

A 2 '■ : ( 2 a:j''-‘ 



I . 2 



et 



(_p P,, 

si-)’ ■•%(—!’ = cos |x-' ( — )' /’ 2^' 

l’aisant ces substitutions et se rappelant ([ue 
{l'u fiiv , , .\(<i y ■ , 

tlx' \ dxj ^ ^ ^ \dxj 

on ii'ouve enfin , en séparant les quantités réelles et inia- 



f/'^fcos.rd 
dx 



•osa’l 7 \ 

-, = (2 xY cos a’ -f- /■ - 

•h:‘- ' ' , \ 2 ,' 

+ r [r — I ) (2a)'-’ cos j 

4. lii — *j . ~ ' Ÿ — (2x)'-'cos ( .!•’ + (/■ — 2 1- y 

1.2 \ 3 / 



et 

d' (sin x‘) 



dx'^ 



( 7 .x)‘ sin a’ q- r- 



r[r — 1) (2.x)''- ■' sin j~.r’ -+- 

r(r — 1 )...(/■— 3 ), , . 

- 1 i— ' — : 1 2 xi"^ ‘ SI U 

r . 2 ■ 



’) - 



xH- (r— 2i - 
> 2. 



-I-..., 
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Soit 

i.^1) 



l 







Aous pourrions dans ce cas développer la fonction et 
dilVéreniier r fois chacun des ternies du développ<nnent ; 
mais, comme cette marclie nous donnerait la valeur de 

sous forme d'une série inliuie, la inchhodc suivante, 

due à l.aplace (yf/é/n. rie Vjécad., 1777, p- 108), est 
préférable. * 

On s'aperçoit aisément, en elfectuant deux ou trois 
dilVérentiations, que doit être de la forme 



+«i_i -t- «r J -I- . • 

' (f'-t- l)"^' 

Cl multipliant par (s-* -t- 1)'+' on trouveia 



, d' H 
a.r' 






Mais 

donc 




d'' U 



4 - S'-E-’-' — 4' 



t,r- ti. 



,.J. (-2) 



De même en développant (e‘ 4- 1)' + ' nous trouverons 



(«*• 4- = si-’+t'-' 4- - £'■■ 



(c4- i)/' . 



I . 2 






(c4-i) 1 ] 
I . ît . 3 






( 3 ) 



Le produit des équations (2) et (8) étant égal à (t), et 
cette éipiation ne contenant qu'un nombre lini de termes 
à «'xposants positifs, l(‘s termes du produit de (2) par (8) 
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qui ooiilleiiiienl ilrs (‘xposanls iiégalifs doiveiu donc so 

dtHruîre. 

En ne prcuaiU que. les termes à exposants positifs, on 
trouvera 

y -h ^ = V—/ I — j 2^— I^J 

et , par conséquent , 

J «H- 1^3' - 'é 1 '■] 



Skctio» II. — Fonctions de deux ou de plusieurs 
variables. 

Soit U une fonction de deux variables x et _y, on aura 
toujours 

d'^‘u d'^'u 



Ex. (t). 



clu 

d. 

dUi 



dy’d.c^ d.c'dy‘ 

U = /■ = 1 ; ,f = i ; 

du 



— = /«.»■" ■' r" : — = n.r” r“~ ‘ ; 

dx dy 



'(2; 



( 3 ) 



ll‘ U 

- — — :=: mfi.f” ' i"" ' ' = — . 

dyd.x ~ dxdy 

.r’ -I- y' 

.r’ . — y^ ’ ’ 

rf-« J, a:' ■+-y ‘ 'b‘ ti 

dy dx ^ (.1:’ — y ‘y dxdy 

U = y’-, r — i; .ï = 1 ; 

du , f/tt 

— = >'‘log,r; — = J-) 

rfx dy 

d‘ii d‘‘ Il 

— — = r' ' 1 I -f .r log >- ) = — — ■ 
dydr dxdy 
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« = sin [ni.v -f- «v); 
fl'-u 



- — = /«' sin I mx + « i 4- - I ; 

H.tf \ ■ 3. / 

d‘u I 7r\ 

= «' siri I -h riy -H - 1 ; 



fl‘u 
dy' 
d'-*-‘ U 

dŸûiP 



= m' n‘ sin 



mx -f- n>' 4 - (/• -f- s) - 
' ' 2 



d'-^‘u 

dx'tlY’ 



( 5 ) 



(<i) 



( 7 ) 



( 8 ) 



(9 



U = sin - ; /• = 2 ; ,v = I ; 

d’ U 2.x X X d^ U 

— = — sin — I cos - = -, 

d;\ dx‘‘ y jr, y tlx'‘dy 

iy= sin~' - ; r = i ; .v =r i ; 



d^U 
dy d.F 



y 



d‘‘ U 



[y^-x-Y 



dxdy 



U = tang~' - ; /• =: i ; ,i = i ; 



d^u 



—y^ 



dydx [y^-yx‘\ 



d^ U 
d.vdy 



H = X sin > -I- ) sm .r ; r=i; >■=:(; 

d'u d^u 

— — — cosv -i- ros.r — -- — -• 
drdx ■ d.rdy • 



» =: sin X cos 1 ; /• = 2 ; ,v = 2 ; 



d'u 



d' U 



d'u 



dy-'dx^ ' a cos v ,lx^dy~‘ dxiiydxdy 



Kn general , dans une fonction d’un nombre qiiel- 
<oiu|ue de variables, l’ordre de.s didereiuiaiioiis est indif- 
reient. 

X y . 



i'i oV 



rt' — Z- 

du 2 ,ry 
d.r u' — z’ ' 



du' 



dy u‘ — Z- 
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du 


2 a-’ J 2 


d^ U 


2X 


Th 


(fl’ 2’)’ 


’ d.xdy 


fl’ 2’ 


d^u 


_ 4 •^■>'■2 


d‘u 




d.r dz 


“ (fl’ — 2’)' 


dz dx 




d'‘ U 


2 .r’2 


d‘‘ U 




rlr dz 


~ (7r’"— ?)’ 


dzdy 




d‘u 


4 X2 


d^ U 


d'u 


dvdrdz 


(fl’ — z')’ 


dy fl.v dz 


dzdxdy 




rf’/i 


d^u 


d>ii 




du'dzdy 


dydzd.r 


dzdy d.r 



(m) 





vy 


\ 




[x'-^fŸ 




d-u __ 


e’ j;(2^’ — x‘‘) 


d-u 


iLr dy 


(x’+y’f 


~~ dydr ' 


d ‘- U 




d^u 


dx dz 


(x^+yf 


dz'dx 


(fu 


s’x’ 


d^u 


dydz 




U = 


XV 




rt.r hz 


• 


d’ U 


2 />’x 


r/’ U U 


dz‘ dy 


■ax -t- hzY 


dydz- dzfly dz' 


d^ U 


2ldY{hz — 2fl.r) d^u d^u 


d.r dz‘ 


(yi.x-y hzY 


dz‘ d.r dz d.r dz 



L't'x|)rossioii générale de la dillërentielle lolale de deux 
variables est donnée au moyen de ses dillërenlielles par- 
tielles par la formule 



tl"ii d'‘a 

,1" U = - — ri.f" -+- « -XTTT’ 

d:r" d:> " - ' rlr 



n ' n — I I d" U 

1.2 f/.l." 



d.i:"- 'dy- + . . . . 
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l,a loi lies eocllieionts est celle tlu binôme cio JNewloii. 



'.31 



Il = x"‘f" ; 



fi> U =: /;/ (//; — i j. . . (/« — 3) y" dx'-\-L de’ dy 

l- ’ — 3 * 

. . /i(n — 1 ) 

-f_ b 2 yn ~-2 i fl 1 

[m — 2) [m — 3) ‘ 

n (n — ï)(n — 2) 

-4- 4 T— — — — .r«-> 

(m — I J {m — 2 ; (ffi — 3} 

«(« — 1 )(« — 2 )(« — 3) „ „ . , ; 

H } pr 7- TT x”r“ 'dy' 

m Un — I ) [m — 2 ) («' — 3' 

(i4) 

d’ti ={(rd.c’+ 'id‘ bd.!-’ dy -t- 3 a Id d.r dy’ -i- b‘ dy‘) e"-**'. 
( 1 5 ) U ~ sin mx siii ny ; 

i/‘ U — {m' d.v' + 6 m’ n’ d.r'dy’ -f- rt' dr') sin mx sin ny 
— 4 ""f [m 'dx’dy 4 - n’ dxdy’) ros mx ros ny. 

(16) K = log (cï,r 4 - /ij) ; 

d’n - — [n'-dx‘ 4- la b dx dy 4- h’ d y’] -, ‘ • 

• • {ax 4 - b y f 

(17) </ = (a:= 4 -J-T’ 

d’n. = {y’d.c ’ — dxdt +x-'dy’) ! 



( 18 ) « = sin~‘- • 



d’ii = I xdx ’ — i.ydxdy 4 - x 



{x’-yy’Y 



( 2 .r- — , . 

•' dy’ 



{.r- — x’)'‘ 



11 y a un théorème important (du à Kuhn ) sur les fonc- 
tions homogènes d’un nombre quelconque de variables. 
<ie théorème, par les applications IVéquentes qui en sont 
laites, doit trouver place ici. 

Soit II une fonetio?i homogène et algé-hi iquc de // dimen- 
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sions el à r variables z, . . . , 



(ht (ht du 



Oïl ptail, (le celle équalion, déduire une série d'équa- 
lioiis de la l’orme 



rf"« d"' U 

I -y.'lW _X— 

d,K^ ■ ?/>'"* rfz” 



X^Y^Z> 



-t- 1 . 2 ... m } 
= n (« 



/ \ O- I d\i^ I il \ ■/ 

\dx) \dy I \dz! 



.2...a.i.2...p.i.2...7... 

i). . .{n — m 4- i) U, 

expression dans laquelle 

a -4“ P -4- 7 -H . ., . — tft . 

(Euler, Calcul dijlféteiiliel, p. i8d.) 

Kn appliqiiaiil ec ibéorèiiuï aux l'oiietions Iranseen- 
daiiles des fondions algébriques, il faul observer qu’il ne 
sulfil pas que ces dernières soienl liomogènes, il faut 
dicore qu’elles soienl de zéro dimension ; car, aulremenl , 
dans le développeuienl de la fonclion iraiiscendaiile, le 
degré de chaque lerme sérail différenl, el la fonclion 
développée ne serait plus homogène. 



.Soit 



l> 9 ' 

ici 



y — ,r 



(.n 



du 

dx 



-h y 



( 20 ) 



du 

7Ï? 



2 y' — 2^^ a- 2 yx' — 2a;' 2 (_r' j;'.i 



(_v — .t)‘ 

•+-r" 

+ .r 



X — 
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du du I 1 

lit: ' dy ■?. 



DIM'IJilWTIATIONS SL'CC.KSSI VKS. UC) 



y.v 4- xjr 4- x 



(21) 

ot 



(x - 4 - r)-’ 

■ /-^ — * 

U = sin-' ( =- ; n = U 

• r' 



.__±£l 
’’■ (»■ + y) 



du ilu 

■’^TÛ^^dP 



Yx — xy 






(22) 



« = (x^ -t-j’)’ ; « = i; 



d‘u 



d‘‘u 



x‘ -- , -h 2XV - — — -f- v’ — = 
(i.V‘ ^^-2 



J d‘‘u x‘ y'‘ — 2 x’ >■- H- x‘ y'‘ 



dxdy 



df 



(x’ +7n’ 



( 23 ) 



U — xiy.xy -h y^)‘ ; « = 2. 

d-ii d‘‘u 

X- -I- ■). xy — 7- - 4 - 



dx ‘ ' ■' dx dy ' dy ‘ 

i=( 3 xv’ 4 - 2 2xr(3x\r-|- Sx)-’ -4- j^-^) _x’ r’ 

J|_ 

= 2 X( 2 X_>- + r-)". 

Soit H une fonction homogène cl svmcinquo de x cl r 
à II dimensions, de sorte <[iie 



•(^) 



« = -/Vi) = ^-/(j) 



si on la dévidoppe par rapport à ,r, de sorte i|u'elle soit 
de la forme 

ï (Q,x' , 

on aura 

£[(2/ — /(iQ, j O. 

Kn cd'ei , U élani homogène et de 11 dimensions, on a 

du du 

nu — X — - )- — : 

dx dy 



Digitized by Google 




Jo CMU’ITIU. IIKUXIKMI.. 

l'I (HHiinic ('flli: expi’ossion esi .s\métrii|U(‘ en x <;l y , on iloit 

avoir 



c/,i 

ilx 




lorsijuc .r = y ; <1(- sorte que 
du 

a.r — /III — O , 

d.v 



lorà(|iie X =; ) . ^ 

Sul)stituaiit le ilé\eloppemcnt de ii dans eelie ('(pialion , 
on obtiendra 

v [(?,/-«) Q ,. r »]-- O , 

OU 

ï [( 2 ,-«) Q ,]=0 (*). 



[*) oitension (Piinc tics propri <*‘ i<*s den fonctions de Laplaco a étô 

cumimmirpiée à Pamniir par M « Arcbibald Smilh . 
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CllAPITRK III. 



l.llANr.F.MKNT, 1»K C. A A AIUAIII.F. IINDÉPENDANTE. 



SrcTioA l. — Fondions d’una variable. 

Soit >: = y (x), et pat conséquent ,r = J’~' {y) (en re- 
présentant par /“' la fonction inverse), les coefficients 
(lilVérentiels successifs de y obtenus par lappoî t à :r 
pourront être translorinés en eeux do x par rapport h j, 
au moyen des formules 









d‘.r 




t 




dr^ 


f/.r 


fit ^ 


d.r- 


/dry 




d) 




Urj 




3 ( 


'“xV- 


d.r d'.r 


dy _ 


U 


(rv 


dy dy> 


d.r ' ~ 




!d.v\ 


— J 






' dy I 





<'t ainsi de suite; pour les ordres stipérieurs. 

I.c lecteur trouvera la démonstration d’une formule 
gcMiérab; pour le clian{,mment de la variable du coeffi- 
cient dilférentiel de l’ordre n, dans un Mémoire de 
M. Murphy, inséré dans les Philosojihicul Transactions, 
1837, P- formule est naturellement très-com- 

pliquée, et la déinonslration n’en serait intelligible qu’a- 
près rinserlion de nombreux préliminaires que je ne 
puis doiitier ici; e’est pourquoi je renvoie le lecteur au 
•Mémoirt! inditpié. 

Si I oti a // —J ( ) ), et ) = ^ (.i), de sorte que a puisse 
èlre aussi eonsid<*ré eointne fonction de .r, les coefficients 




CIlAm lili I liOISlKMIi. 



Va 

diH'érciUii’ls successifs de’ u jiar rappoil à ) pouiToni 
cire transformes dans cens de n par rapport à x, an 
moyen des fornuil<*s 

tht <l‘u dy d ‘y du 

du d.T ' d^ii d.r'‘ ifr d.c‘ il.r 

dy dy dy- i 

//jr d.T J 



dy id^u dy d'y du \ i<l'u dy d\y du\ 

d^u d.v \ /y.r' d.r d.T d.T / d.T’’ \ c/.r' d.T d.T‘‘ r/.v ) 




[,a forinnle générale pour celle transfonnation se 
ironve dans le Mémoire de M. Murphy menlionné ci- 
dessns; mais le résultat en esl Icllemeiit compliqué, 
(pi'il est heureux que nous ayons rarement à cm faire 
usage pour les dillérentielles des ordrcs’supérieurs , et 
que des simplilicalions sc présentent ordinairement dans 
les cas où nous sommes forcés d’y recourir. 



(diange/. la formule 




en une ature <lans laquelle ) .soit la variable indépen- 
tlauie. 

l.e résultat donne 




L'«‘x|iression du rayon île courbure ayant .x pour 
variable indépendante étant 



3 
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CHANUUMliNT UK KA VAItlABLK I^ÜÉI'ENDAIST1•;. 33 
devient, en prenant j pour variable, 




(iy 



Prenez pour variable indépendante dans l’équation 




la transformée sera 



d^x' 

r.haiigez la variable y en .r dans l’équafioii 



(4) 

en supposant 
résultat , 



d/l U 

7 h ■' 






X — log I Ji; -I- (i +r’)’ 1 ; 



du 

dx 






Supposant j = £' , prenez x pour variable*indépendante 



<lans l’expri 


ession 










(5) 




d‘‘ U 


du 




• 


r’ 






4- 


Bu XX O -, 


«•ésultat , 














rf’ Il 




du 








dx- 


+ (//■ 


~^^Tx 


4- 


Bu XX O. 



Il y a une formule très-commode, au moyen de laquelle 
on peut changer la variable-indépendante, de y en or, dans 
C. n. 3 



Digitized by Google 




3| 



CIIAI'ITHK TIlOISIIi.MK'. 

d" U 



1('S oxpicssioiis ik‘ la foriiie ■> " , et dans l’hypoilièsc 

j = t\ ■ 

Ne prenant que le symbole tropéralion , on a 

(fi, j ■= .-■( ,i)'= ( .- A) 

à n facteurs. 

Celte expression peut se mettre sous la forme 

I 

mais, par la formule donnée ex. j8, eliap. ii, sert, i, on 
a , généralement , 



dx 



-eu .-as_ 



dx 



On trouvera donc, par la substitution de ces facteurs 
binômes, 

Changez la variable indépendante r en x, dans l'hypo- 
thèse y — cos X, et dans l’expression 



(7) 

le résultat donne 



d^u du 



— h rd U — O. 

d.i' 



Changez la variable indépendante r en x, dans l'ex- 
pression 

,,, , , d’/i , /■/« lu 

(8) ( I — r’ 1’ -, 2 r , I — e’ ) -7- -t- k — o , 
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C.llANÜliMEM' DF, I.A VAHIABI.K IN'Dl':PENl)AlNn:. "^5 
étant doniiér . ‘ 



r 



£”+ I 



I <>ultat , 



d‘u 

(Lr 



- n[i“ 4- i) « = O, 



Changez la variable iiulépendanU; dans l’expression 

. , , f/‘« A, , (l^ U , ^ du 

(()) {a — 4- 3 (rt y/ ~ 4 - (« + j) _ 4 - /,„ =, o, 

dans riiypothèse 

résultat, 



■t; = l,)j; (« + j) ; 



du 

— 1- bu = O. 

, dr' 



Transformez x en 9 dans l’expression 



I 

et dans l’hypothèst 
résultat , 



I du d U 



■ = 40 ; 



(■>) 



ilu , d‘u 

(FoeiiiUEn, Traité de la Chaleur, page dy(i. 
Transformez 

'ËL 

rf.r’ 



i elx , 



en une fonction dans laquelle s soit la variable, étant 
donnée 

'iy\\ 






i. 
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résu liai , 

Tiansl’orinr/, 

'17) 



Cil VPITTiK TliOISlKMK 
(Is^ fis ^/.v’ fis 



4--' 



['-(DT 

.•Il uiu* foiirtion de /•. et de 6 , étant données 
.r =r r cos 6, ,r = / sin 6. 

Dans ce cas nous considérerons /•comme fonction de (5. 
Dillérenlianl x et d’après celte hypothèse, 

dx dt . dy dr 

— — cos 0 — /■ sin 0 , — = — sin 0 H r cos 0 ; 

f/0 f/0 f/0 f/6 



[>ar conséquent, 



dr 

dy do 
dx dr 
dO 



sin 0 /'COS 0 



cos 0 — / sin 6 



SiilislituanI celle expression, nous trouverons 

/•’ 

/•• — i • 



Transforme-/. 



(,3) 






-4’ ' 



f/'r 

dx‘ 



en une lonetion dans laquelle (5 soit la variable indép^’i- 
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(laiite, riant donnces 

.1: z= n-OüO,- v=:/ sinO. 

Procétlaiit roimne dans l’exemple précèdent, on imuve 

a 

'i'frV 

+ , 7 . 






i</r\’ (I‘t 



. M- 



F.xprime/, 



(• 4 ) 






/Jy 

ttx 



.»■ + Y 



< 1.1 



en fonction de rel 6, dans rhypoiliése de 
T =: r cos s , y — r sin 0 ; 

résultat , 

' Jr 



.Skctio.x II. — tonction.i <ie <lt:u.v ou fie i>lu.'iieurs 
-variah/es. 



Soit . 



Il =f(.r, y]-. 



pour exprimer et ~ en fonction de deux nouvelles 
‘ ri.i liy 

variaMes eetO, telles que 



7 / — 6). 



nous procéderons ainsi qu’il suit. iVoiis avons 

' </i< " du el.v du dy 

dr f/.f dr dy dr 
, ■ du ‘ du d.r du dy 

idt « d.K dfl ^ l/y du 
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Miminaiit — , 
dr 



CHAPITUH TROISIKME. 

nous trouverons 

du dv du dy 

du dr dn f/9 dr 

dx d.r dy dy dx 

Ifr lU) dr'lPi 



Kl i mi liant 



du 

dx' 



nous obtiendrons 



du dx du dx 

du dr f/0 f/9 dr 

dy dx dy dy dx 

dr f/0 dr f/9 



Si r et 0 sont données en fonctions explicites de x et 
de J, nous aurons immédiatement' 

du du dr du <l 9 

dr ilr dx f/0 dx ' 

r/u du dr du f/9 

dy rlr dy f/ 9 dy 



Pour les dillérentielles successi>es, on procède de la 
même manière; et, s’il y a plus de deux variables indé- 
pendantes , la seule différence est que les expressions 
deviennent plus compliquées. Ces cas, toutefois, sont rares. 

Si les variables indépendantes entrent sous des inté- 
grales multiples, on ne peut pas substituer directement les 
valeurs des dillérentielles données en fonction des nou- 
velles variables, parce que les unes sont supposées varier 
lorsque les autres sont constantes. Pour introduire cette 
condition, ou procède comme suit ; 



Prenons pour exemple l’intégrale double fff^dxtly , 
et soient ’ 

x=if{r,(i), v = 9', 

de soi'te (|ui’ 



dx , f/x ,, 
dx = -— rlr +- — ti'i 
dr f/9 
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UIANGKMENT DK f.A VAIÏ1AHU-: ÏKüKPKiNDANTK. 

X variant lorsque y est constant , et vice versd, nous 
devons poser ily — n pour trouver et tJx = o pour 
trouver y- Prenons la dernière supposition, nous aurons 
les deux équations simultanées , 



dx dx 






Kliininaiit dQ entre ces équations, nous trouverons 

-dy={'- 
df) ■’ 



dx d ) 


dx d \ V 


dÔd?~ 





Il suit de cette écjuaiion que lorsque 



dr ~ O, dr — o ; 



et , conséquemment , 

dx^^dO. 

df) 

Subsli tuant ces valeurs dans l’intégrale double, 'elle 
de\ ient 

Si nous avions trois variables x,j\ z <à translorimtr en 
trois autres />, c/, /', nous aurions trois équations de la 
rornie 

dx — Pd// -+ Qdf/ -+- Rilr, 
dy — P,dj> -t- Qidrj -1- R,dr, 

<lz ~ P,ilp 4- Q:id<i ■+- Il-itlr, 

et nous délei minet ions </.r, en supposant 

f/) = O »'i. dz — O , 
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puis éliminant ensuite deux des trois quantités dp, dq, dr. 

Supposons que nous éliminions les deux dernières , 
nous aurons 

dx = Mdp, 

M étant fonction de p, 'q, r. Il suit de là que lorsque 
dx — O, dp~ O. 

Si nous faisons donc varier y en supposant x et z con-- • 
stantes, nous aurons 

jl) = Q,dq R^dr,_ . ' 

O = Qidq 4 - R,dr\ 

et éliminant rf/’ entre ces équations , nous aurons 

dj, = Ndq, 

iV^ étant fonction de p, q, r. Il s’ensuit que lorsque 

dj= O, de/ = O-, 

et , si nous faisons varier z en considérant x et y comme 
constantes, nous trouverons 

dz=z R .,dr, 

et, par conséquent, 

dxdrdz MNR,dpd<[dr. 

L’expression générale de M est compliquée, et il est 
peu important de la donner ici, car sa valeur sera 
ordinairement trouvée plus rapidement par la considé- 
ration des conditions particulières d’une transforma- 
tion donnée, que par substitution dans la formule géné- 
rale (■''). 



(“) LagkAsce, Mcmoiies de Dcihm tjyi, l>a{;c 121. 

Lecemore, itcmoii es di‘ l’Acndémic des Sciences, 1788, page 45 j. 
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CHANGEMENT DE LA VAlUAItLE INDÉPENDANTE. l\\ 
Transformez 



Ex. (.) 

étant données 



' dH dR 

dy d.K 



X = r cos 5 , r = /■ sin 0 , 
et, par conséquent, 

x'-l-r^ = r-, lanj;e=r-.. 

dR dR dR sin6 

— = — cos 0 — . 

d.r dr d 9 r 

dR dR . dR cosO 

— = — sin 0 + — 

dy dr rl 0 r 

Donc 



dR dR _ dR 
d y ^ d.r dfj 

Cette transformation se présente dans la théorie de.s 
planètes. 

l’ransformez 



(2l 



dR ' dR 

•r K .)■ — J 

fi.r dy 



les variables étant les mêmes que dans l'exemple pré- 
cédent. 

Résultat,' 

dR 

' ~dr' 

Transformez 



( 3 ) 

étant donnée 



.r‘ y- = rK 



dtf rltf dr //y ,i y 

d.r dr d.t dr r ' 
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de même 



d' 



CIlAl-ITRE THOISIÈME. 

</’çp dr X f/(j) I <lnj dr x 

f/.r’ dr' dx r dr r dr dx r" 

d'y x"- dy ,'i x'\ 

dr' r'- rlr ’ 

d'y d'y y' dy / 1 ) ’\ 

dy' dr' r" ^ dr r* ) ’ 



OU 



d'y d'y 
dx' dy' 



d'y x’ 
dr' r' 



dr 



/ 2 x’ + y'\ 

U - ’ 



et, par conséqueiil , 



d'y I f/o 



f/r» 



dr 



Celle équation se présente dans les rceherelies sur le 
mouveinenl des fluides. 

Si 



(4) 

lorsque 

on trouvera 

Transformez 



d'<e d'il d'il 



dx' dy' 



dz' 



= '■■■) 

2 dy 



d'y 

dr' 



r dr 



: O. 



(a) 



d'f' d'V 
ilx- dy' 1 

en linietion de r et de 0, étant données 
x = rcos6, ^'r^rsinO. 

dx . , dr cos S dr 

■J— — sin 0 — h - î 

dy dr r r/fi 

d'r . i'i>s"Q d'r cos’ 0 dr 

' dy' dr' r' d 0 ’ r dr 

2sinCi cosO / d'i- 



2sinCi cosO / d'r dr 1 
"r- ( '' dFiFi ~"dô ’ 
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ClIANGKMEJfT DE LA VAIUAULK lINDÉPENDANTE. 43 

d'f . , . (t^'y 

l a \aleur de — — ueut être déduite de celle de — en 
(ly^ ' dx’ 

substituant ^ — 6 pour ô. On obtient ainsi 

d^r .d^r sin’O ,ry sin’O dF 



z/.r’ 


= cos'9— + - 


F dO’ 






risinO cos 9 , 


d‘F 


dF\ 




r’ \ 


drdb 


7ÏÔ )' 


ces 


deux équations. 


on trouve 


d‘‘F 


d‘F d^y 


I d^F 


i dF 



dx’ d_r’ 
Transformez 



d/= 



r- dV 



r dr 



(fi) 



d-A' 

djc- 



d^r dH_ 
dy^ dz^ 



en une fonction de r, 0 et œ , étant données 

X = r cos 0 , / := /■ sin 0 sin ç , z = r sin b cos f. 

Ün léger artilice de calcul nous permettra d'elfectuer cette 
transformation avec une grande facilité. 

Posons 

~ r sin 0 , 

nous aurons 

>=jisin®, z^xpeos^, 
p = csin0, x=rcos0. 

Prenons d’abord les deux variables y al z ^ nous lrou\c- 
ions, comme dans l’exemple yirécédcnt, 

d^F d'F _d'‘V I d’A' i dF 

dy' dz’ ds’ ^ cr do' o dp > - 

Les étjuations de condition étant semblables, nous trou- 
verons de la même manière 



d7 

d>J 



d-F 

dF 



dv; I d?/' 
dr- ^ r d0 



1 dr 

r dr 
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De plus, on .suivant la marche de l’cx. (5), 

t dP' I dF colt) (•//' 

0 d ri r dr r’ <■/ 0 

Ajoulaiii ces trois équations 

d^r rnr d^v _d‘r i ri'-r 

tly' dz- dx' dr- r' f/0- 

1 (OV 2 d^' cot 0 dy 

H — T "TV "1 1 — TE ~ ” ’ 

' p- tlŸ r dr > ri 9 

substituant pour p sa valeur et l'éduisant, il vient 

^rr(ry). I r/-y d / f/r 

dr- sin’S </®’ f/. cosO\ f/.COsO 

Cette équation importante est la base de la théorie 
mathématique de l’attraction et de l’électricité. L’artifice 
de calcul que nous avons employé est donné par M. A. 
Smith dans le Canibridp^e mathenialical Journal , vol. I , 

p. 122. ‘ 

Transformez l’intégrale double 

j y"~' dy rl.i , 

on une autre dans lat[uelle u et o soient les variables indé- 
pendantes; .r, r, H, e étant liées par les équations 

( 7 ) r -■)- J = " , .>■ = «''• 

Dans ce cas 





f/) dx ~ 


/ tix rly 


.'!±±\d.rdr, 








\f/« f/l’ 


rl,’ rlti ! ’ 


mais 




dx 


dy 


dx' 


donc 


du 







rly r!x — tt rlri rir ; 



et, par conséquent, 

l'fr” ' ' X"~' r/y dx ~ fftr • » -' ( 1 — c/" l•''- ' du dv. 

N ' 
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CIIANGKMENT DK 1,A VARIAIU.E INDÉPKNDANTK. /|5 
(’ctte transformalion est donnée par M. Jaeobi , dans le 
Journal tic Crelle , vol. XI, p. II07 ; elle est d’un. grand 
usage dans la recherche des valeurs des intégrales définies., 
Transforniez l'intégrale double < 

tH] dr dj 

en une autre, dans laquelle r et 0 soieitl les variables 
indépendantes , étant données 

■j; = /■ ros G , )■ r:: /■ siii G ; 

résultat, ' \ ■ 

d.v dr — — fJV'rdrd^. 

Etant données 

(()) a.-= /'cosG, / = / sin G sili ç , 2 = r sin G cos ly , 

transformez l’intégrale triple 

f fj r dx dy dz 

en une fonction de r, ô et ®. 

Nous trouverons, en employant l’artifice de l'ex". (6), 

JJ J ^ ‘h’ ~ 0 d9 dtf. 

Cette transformation, très-importante, est celle des 
coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires dans 
l’espace. Si nous faisons 

jjjj^'>y't^- 

sera l’expression du volume d’un solide (juelconque rap- 
porté à des coordonnées rectangulaires. Si on le rapporte 
à des coordonnées polaires , l’expression devient 
J fj'r'’ dr sin G rfG du/. 



Traiisformez l’expression 




en une l'onction de 0 et ly, étant données 
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i". Z fbiH-iion (It: X cl de y déterminée par l'équation 



.f Y z- 
-ü + t: H — : = 1 ; 



2 ". l.es quaiilités 6 et jp étant liées par les équations 
> • 

X = n_sin 0 cos y , y = l> sin 0 sin y ; 

<;t , par eonséijneiit , 



Dans ce cas 
dx 



Z = f cos 0. 



dx 



■= rt cos6 cos®, — : 
d^ f/y 



a sin 6 sin y, 



dy , 

-f- = O cos e sin O . ■ — = w sin 0 cos ® , 
d(i ' ' f/y ^ ’ 



dz . 

- = -csn.ô, 



D’on 



dx 




dx 


<iy 


Th 




d<if 


' dh 


dz 




dz 


‘h- 


Th 


r/® 




■ dh 


dz 


iLx 


dz 


dx 


Th ' 






'Th 



dz 



— ah sin 9 cos 0 , 



ac (sin 9 )’ sin y. 

Substituant ees valeurs dans les expressions générales 
f/z f/z , , 

pour -7-1 — et dxdy, vous trouverez 
‘ dx dy 






= ffd f) d y sin 0 b'‘ (cos 0)’ (c sin 0)’ — (n’ sin’ y 4- /<’ cos' y) ]’ . 

(Jvoay, P/h’/. Tratis., 1H09.) 
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ClIiVriTRE IV. 



ÛI.IMIÎVATIIIN lUî CO>STA-\TES ET I)E F^)^CïIO^.S A\1 MOVF..\ 
DE LA OIKFliUENTtATION. 



I-'.X, (l) y' = «j; H- /j. (i) 

Pour élimiiior />, clillërcntions, et nous aurons 

dy ’ , , 

Pour éliminer n, substituons sa valeur, donnée par 
l’équation (2), dans l’équation (1), il viendra 

dy 

y — ixy — — h h. 

‘ dx 

Pour éliminer a et ditîérentions l’équation (2), nous 
aurons 




Éliminez a de l’équation 

(2) J = X" + a t"“, 
dy 

my = (/( — nix)^"~' 

dx 

Éliminez a de l’é(jualion 

m 

(3) . ,r = «x4--; 

résultat , 




Kliminez a et h de l’équation 

y — nx' hx — O ; 



J 
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CHAPITHE QUATRIKMK. 



i'(‘sullal , 

2 dy 2_) 

dx~ X dx x’ 

Eliminez les constantes in et a de 
(5) r = m cos(/'x -I- a). 

Dillerentiez deux fois 

— — = — I- m cos (rx -f- a,. 
dx‘ ' 

Multipliez la première équation par t ' et ajoutez, vous 
aurez 

d- Y 

-t- r- r = O. 

dx- 

Eliminez m «‘t a de 

{6} — x’); • ■ 

résultat, 




l'diminez c de l'équation 

f 

(7) X — / = rE 

Difl’érentiez par logarithmes et éliminez, il viendia 

dy 

X — 2 r + r -7-- = o. 

ax 

Ediminez a et |3 de l’équation 

(8) ^ (x a)’ -I- (^ — P)’ = /•^ 

Dift’érentiant 

(x — a) + (.r — P) = o; 
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KI.IMINATION DK CONST.VNTKS , KTC. 'p) 


nilférentian tde 


nouveau . 








d’où 




■ 




-ity : ■ 

' ' l* 


- ■+(-V 

_ \dxl dy 


d^ ’ 


d^ r dx _ 




dr' 


dx‘‘ 


Substituant ces 


valeurs de ( y 


— (3) et de (x — «) , vous 


trouverez ' 






t 


r ^ v^) 






/^r\ ’ 


— = r *, 









équation dans laquelle a et (3 ne paraissent plus. 

Celte expression est celle du carré du rayon de cour- 
bure pour une courbe quelconque. 

« Eliminez ni de l’équation . . 

g) . P) (.r’ — mr^) =r /« y-; 

résultat , 

/ ’ tly 

j ■+■ \P — *.) ’ — ^ ~ ' 

■ Eliminez a, h ei c de l’équation • 

( I o) Z — fix -y- hy -i- c , 

y étant fonction de .r. Dilférenliez deux et trois fois par 
rapport à ,r 

^ d-y ^ d^z 

d.r- d.r'‘ dx' d.r' ’ 

puis éliminant h, vous aurez 

iPzd'‘r fl^zd^y . 



f/ c’ f/.r' f/.r’ tlx' 



C. D. 
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6 o OHAI'ITm: QDATI’.lKMi:. 

(!otU! (V|nati(iii cxpiimi; la romlitioii mVessaii i; puni 
ipi'uni! courbp (loimce dans l'espace soit plane. 

Kliininez les exponentielles de l’éqtiaiion 



multipliez numérateur et dénominateur par s', il viendra 



d\i 



>■ -I- 1 , ) -t- I 

5’^ — ■ et a .r = I02 

>, — I — I 



dill’érentiant 



dx ‘ " ■ 



Éliminez l’exposant de 

» m 

(12) v = {rt’-f.rf; 

diHérentiant par logarithmes, il viendra 

ily m XV 
7 .^ 



Hx n -+- X- 

Eliminez les fonctions de l’expression 
(, 3 ) _r-= sin(logx) ; 

résultat, 

- rf’r dy 

Éliminez la fonction exponentielle et la fonction eimi- 
laire de l’expression ^ 

jr = (7t'"-'sin/7x; ‘ ' 

diderentiant par logarithmes, on trouvera 
I dy 



V dx 



= w ~t- n cot fi.K ; 
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Kl. IMINATION DK C.OMSTAiN I KS , K'H.. f) I 

(lilloi'i'iiliaiil (le nouveau cl cliiuiiiaut col n.v au uioveii ilc 
la (leruière tV|uatioii, il viendra 

il^r <ly , ' , 

— — •?.m - — K («’ -+- //;') > = o. 
fur f!.r 

Kliuiiiiez la f’onetioii arbilrairc de r('-(|ualiou 
(l5) r. ip( )■); 

dilTércnliez par rapport à x sciilemcnl , \ou!> aurez 



<!.r 



= ..► fl .V), 



et , par eonscqueul . 



Tr 



Kliiilinez la l'onction y de rtiquation 
( 1 6) J — nz — y (.1; — mz) ; 

dillcrenliez par rapport à .T’ d’abord. 

dillcrenliez la même équation par rapport à y , 

f . fîz 

' ~ " Tiÿ = — : 



' fh 



il ou 



' th dz 

/» — -f « — = I , 

- . I d-r dy 

(Vt^sl 1 (‘quation dill’éieu'tielle des surlaces eyliudrii|iu'.s. 
Klimiriez la rouelioti «f de ré(|ualiAn 
y — Il j-i- — a\ 

résultat, 

dz' , dz 

l.C II, — * I- ; ( />) --- — J — C. 

d.r ' dy 

r, est ri’ijuation dill'creuiielle des sut laces coniques 

f 

T- 
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5l CIIAFITUE gUATlllEME 

Eliminez ^ et t|; de l’équation 

(i8l 

dill'ércnticz par rapport à i , 
dz 



d.T 



■ = nar"“ 



diflercntiez la même équation par rapport à r, 



multipliez (i) para:, (2) par puis ajoutez, vous trouverez 
dz dz 

C’est l’équation dtlïérentielle aux fonctions homogènes 
de n dimensions. Il est bon d’observer que les deux fonc- 
tions arbitraires ne sont réellement équivalentes qu’à une 
seule, car l’équation primitive peut être mise sous la forme 

c’est pourquoi les deux fonctions disparaissent après une 
di (fé rentiation. 

Si vous procédez à une seconde difl'érentiation, .vous • 
trouverez 



d‘z d‘z d'z 



1)3; 



pour la troisième différentiation, 



d\ 



d^z 



d'z 






et ainsi de suite pour un ordre quelconque 
Eliminez les fonctions de l’équation 

( 1 9) 3 =3 -p (,j; f- m) -H- -p (.»■ — fil) , 
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KLlMlNATIO^ KK COKSTANTKS, KTC- 
:r et t éiaui variables , 

t 

Z 

J 3 “ (*ï^ “h "4“ ^ , 



;->3 



dx 

d‘z 

dt' 



— td ’Sj'ix H- at) -t- Y [x — nt) ; 



lloilC 



d’z J d^z 

TîF ~ " TUF ~ ^ 



Cette équation est celle du mouvement des cordes vibra ntes . 
Soit • 

éliminez ç, le résultat sera 

2 -T- -t- r ■) -7- = O. 

fljC • (lY 

Klîminez tj> et de réquation 



(21) 


z = x^{z)-hJ-H^)^ 






ou 


7(x t ' ~ f'(^) — r •(''(3)] = ? (=) i 


de même 


J V +' (3) ] 


Divisant la première par la seconde. 



‘ dz 

dz }f{z) 

*• 

(par su[)posilioii ) ; dill’émilianl par rappoii à^r, 

'Hl ± - r U) ± l±\- 

f/.r’ V/) dx d.i i/\ dx ' <ly ' 
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' K'J (^UA rr.iK.MK 

dillomui.ini par tapjxjil à 



tV z dz 
rl.f (iy {h 



dz d- Z 
d.r dy- 




multipliant par 



dz dz 
dy d.r 



1 ('t retranchant, vous trouverez 



/ dz\ 


’f/’ï tlz dz d’z 

1 ^ 1 


/ dz \ 






dx ily d.t dy 


• f/,r 1 


1 ^ ~ ” 



C’est l’équation générale aux surfaces engeiidrét^s par luu' 
ligne qui repose constamment sur doux lignes données, 
en demeurant parallèle à un plan donné. 

Eliminez les fonctions arbitraires de l’équation 
(?. 2 ) z = f [ny + h.t) . {ay — b.r) ; 

appliquez-y les logarithmes, vous aurez 

log Z — log bx) -+- log — b.c). 

Les fonctions étant arbitraires , leurs logarithmes le 
seront aussi, et vous pourrez les remplt^er par les nota- 
tions F d\. f. En différentiant ensuite successivement pai 
rapport à x et à y, vous trouverez 



1 dz 
Z dx 


t 

h F{fiy -1- b.r) — bf"\ay — bx). 




1 dz 
Z dy 


a F(ny -f- b.!-) -f- nf'(ay — bx]. 




Dillérentiant dç nouveau. 




^d'■z ' 

Z. d.r' z‘ \//x/ 


= Id F' {ay -t- b.r) + Idf" {ay — b.r) , 


(-) 


I d’z 1 

Z dy^ ' dy ' 


- a- F' [ay 4- b.r) n‘f"{oy — b.r).. . 




Multipliez (i) pi 


U a‘, (u) par />', puis reti aiicliani 


VOUS 



obtiendrez pour résultat 
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liLl^tl^ATIO^ 1»IC CONSTANTKS, K1C. , »5 

KHmiiicz les fonctions arbitraires tle l’équation 

(aS) • .r/(a) -+- y f{ot) -h 3 4 -(ît) = i , ' ( 1) ■ 

dans laquelle a est fonction de x et j', et z est donnée par 
l'équation 

(“) + '/ (*) + 2 -j-' (a) = ü , (a) 

/', tp' étant les coefficients dilFérentiels de J, f, 
DifTérentiez (i) par rapport à x, 

, [a;/'(*)-h vç'(a) + 3 -y(a)]^ +/(a) -+- =2 O, 



par la condition (a), cette équation se réduit cà 



/(a) -H-} (a) ^3= O. 



Si vous dill'érentiez de la même manière par rapport à y, 
\ ous trouverez 

, . ih 

?(“>+?(«) =»• 

Dans ces deux équations les différentielles pétant 
* tlx dy 

toutes deux fonctions de « , on peut supposer que l’une 

est fonction de l’autre, et écrire 




En éliminant la fonction de celle équation, il viendra 
pour résultat 

/d‘‘z\ i ^ \ 

\rfx' / \ dxdyj 

Clest l’équation différentielle aux surfaces développables. 

Si 

[■>A) u=f[x, y) = F{r, s), 
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56 

ot que 
vous aurez 

D’abord 



CHAlMTIiK QUATUlKMi;. • 

r =r ç;«.r -t- rz)— vli {iix — hf ) ; 

1 t/u I (lu I (lu 

(t (I.T b dy c dz 









du du 


dr 


du 


dz 










dx dr 


dx 


dz 


'dx' 










du du 


dr 


du 


dz 










dy dr 


dy 


dz 


'Ty. 






dr 


/ 


dz \ 












dx 






= a Y (ax 


- h) 




dr 






dr 










dz 


= Cf [ax H- C 2 )., 


dy ~~ 


— 


b-)f'(ax - 


- h'), 


donc 




















I dr 


I dr 














n dx b dr 


=r 


0, 




<■1 




















1 du 


I du 


du il 


dz 


t z/; \ 








n dx 


-^ITy^ 


dz \/7 


dx 


b dy! 


' 


de menu; 















( " dx) ’’’ <’z) = O V — f>y) ) 



dz 



■ d’où 



-f- cz)= — b^'{a.T — by)^ 

I du I (lu I du I 

a dx h dy r dz 7' 



Cl, par conséquent, 

I du I du 



(lu 



a dx b dy c dz 



' -T; 

r,78760 
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